Asservissement des sysemes

Objectifs du cours : Apres avoir étudié ce cours, vous devez étre capable de :
— modéliser un systeme continu,

— caractériser un systeme modélisé ou mesuré,

— déterminer les performances du systeme continu.

1 Introductionala commande des systemes

1.1 Bref historique

Pour compenser son manque de capacité physique, 'hnomme s'est rapidement attaché a
contréler les sources d'énergie disponibles dans son environnement, comme le vent, l'eau,
puis a partir du 18eme siecle, I'énergie mécanique pro duite par la machine a vapeur.

L'énergie disponible étant généralement variable, d es I'antiquité ont été congus des syste-
mes mécaniques permettant de réguler la vitesse des machnes. Au 17eme siecle, beaucoup
de moulins utilisaient déja des régulateurs centrifuge s.

Au 18eme siecle, la révolution industrielle nécessite des moteurs fournissant une vitesse
de rotation constante, pour entra'ner les machines de production. Watt transforme la ma-
chine a vapeur de Newcomen pour améliorer son rendement, p our transformer le mouve-
ment alternatif en rotation continue et en n met au point une régulation mécanique a l'aide
d'un régulateur centrifuge. Les premiers modeles sont co mmercialisés en 1776.

Les premieres études théoriques sur la régulation sont menées par Maxwell en 1868.
Routh et Hurwitz généraliseront ses résultats sur la sta bilité des systemes. Mais c'est seule-
ment en 1927 que Black introduit la notion de boucle de rétro action. Black travaillait alors
dans un tout autre domaine : I'ampli cation des signaux tél éphoniques pour la construction
d'une ligne téléphonique transatlantique. Nyquist éla bora ensuite des méthodes d'étude de
la stabilité adaptées aux systemes avec retroaction.

Au 20eme siecle, la régulation et I'asservissement des systemes s'est beaucoup dévelop-
pée, aussi bien d'un point de vu théorique que d'un pointde vue des applications. On trouve
aujourd'hui des asservissements dans des jouets pour enfants comme dans les avions de
chasse ou les lanceurs spatiaux.

Les technologies ont beaucoup évolué. Les premieres rggulations étaient purement mé-
canigues, avec des temps de réponse relativement lents. B# travailla sur des rétroactions
électrigues, rapides mais de faible puissance. Progressvement, les commandes pneuma-
tiques et hydrauliques ont remplacé les composants mécaniques et sont toujours utilisées
aujourd’hui. Les progres actuels en électro-technique p ermettent de commander de hautes
puissances, avec des temps de réponse faibles et des algotihmes de régulation élaborés.

D'un point de vue théorique, I'étude des commandes de syst emes peut se scinder en
deux parties : la commande classique et la commande moderne. Seule la commande clas-
sique est enseignée en CPGE, la commande moderne étant ab@ée en école d'ingénieurs.

La commande classique se limite aux systemes mono-variables (une entrée et une sor-
tie scalaires), décrits a l'aide d'équations différen tielles temporelles d'ordre quelconque.
L'étude met en oeuvre la transformée de Laplace pour la man ipulation des modeles et I'ana-
lyse fréquentielle du comportement. La commande classiqu e est largement utilisée pour le
contrble des processus indusriels car sa mise en oeuvre et gmple et robuste, sa maintenance
aisée. Le correcteur le plus frequement employé est le PD, qui sera vu en seconde année.
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La commande moderne permet d'étudier des systemes multi- variables (vecteurs de va-
riables d'entrées, de sortie et de variables d'état), décrit par des systemes d'équations du
premier ordre et mettant en oeuvre un formalisme matriciell e. Ce type de commande n'est
employée que sur des applications pointues.

Les progres de l'informatique (I'augmentation de la vites se de traitement de l'informa-
tion et la baisse des colts) ont conduit a basculer des commandes analogiques (réalisées
en hydraulique, en électrique ou en électronique) en comm ande numérique, implantée sur
microprocesseur. Les composants numériques travaillent avec des signaux échantillonnés et
nécessitent en toute rigueur une étude théorique diffé rente (la transformées en Z a la place
de la transformée de Laplace). La dif culté a travailler en méme temps sur des composants
analogigues (la machine asservie) et des composants numéiques (le contréleur) conduit
généralementa mener |'étude dans le domaine analogiqu e, approximation raisonnable tant
gue la frequence d'échantillonnage est bien supérieure a la fréquence de coupure de la ma-
chine. Le programme de CPGE se limite a I'étude analogique .

1.2 lllustration : Régulateur de vitesse des véhicules au tomobiles

L'illustration s'intéresse a une option récente incorp orée dans les véhicules automobiles :
le régulateur automatique de vitesse.

Consigne de Conducteur Pédale Calculateur  Injecteur Moteur Boite de vitesse  Véhicule
Vitesse d’accélération et roues

Compteur de vitesse

FIG. 1 — Schéma de principe sans régulateur automatique.

Grace a cette option, le conducteur peut régler une vitesse de consigne et ainsi retirer
son pied de l'accélérateur : l'ordinateur de bord command e directement le moteur pour
respecter la vitesse de consigne. Le systeme se déconneeten cas d'action sur la pédale de
frein ou d'accélérateur.

Le régulateur de vitesse libere donc le conducteur de la surveillance constante du comp-
teur de vitesse pour adapter la vitesse du véhicule.

L'objectif de cette illustration est de modéliser ce systeme a n de s'assurer qu'il respecte
la consigne de vitesse et qu'il ne puisse pas devenir instable (exemple : une augmentation
de la vitesse incontrblée).
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1.2.1 Fonctionnement sans régulation automatique

Jusqua présent, la régulation dans un véhicule était effectuée par le conducteur ( gure
1). En fonction de l'information de vitesse fournie par le co mpteur de vitesse, ainsi que de
I'état de la circulation, le conducteur maintient la vites se de son véhicule par une action sur
la pédale d'accélération.

L'action sur la pédale d'accélération induit un angle va riant entre 0 et 30 (0 pas d'accé-
lération, 30 accélération maximale).

L'information d'angle issue de la pédale d'accélératio n est transmise a un calculateur
qui est chargé de dé nir la quantité de mélange carburan t-air a fournir au moteur. Plus
précisément, cet ordre se traduit par un temps d'ouvertur e T compris entre 0 et 5 ms (milli-
secondes) de chaque injecteur au cours d'un cycle de combuston.

L'injecteur a pour fonction de libérer le mélange carbura nt-air dans la chambre de com-
bustion. Chaque injecteur s'ouvre durant la période T, ce quiinduit un débit moyen Q (unité
L=s ou litre/seconde) de carburant admis dans chaque cylindre.

Durant le temps T, le carburant sous pression (de I'ordre de 100 bars pour les moteurs
essence) est pulvérisé dans la chambre de combustion a undébit de 4 800mm?3=s,

Remarque, un moteur 4 temps de voiture classiqgue comporte 4 cylindres (4 chambres
de combustion) et une combustion est réalisée tous les dew tours de moteur. Il y a un injec-
teur par cylindre.

Courbe couple=f(consomation)
Régime de 2500 tr/min
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FIG. 2 — Courbe de comportement du moteur.

Au niveau du moteur, I'effort disponible en sortie est une fo nction croissante du débit de
carburant. Une courbe indiquant le couple du moteur (effort disponible en sortie pour un
ensemble en rotation, unité : N:m) en fonction de la consommation est présentée gure 2.
Cette courbe a été tracée pour une régulation voisine de 100km=h soit un régime moteur de
2 500tour=min .

La boite de vitesse diminue la vitesse de rotation du moteur a vant de transmettre le
mouvement aux roues. Cecia pour conséquence d'augmenter le couple dans la méme pro-
portion. Les roues adherent au sol et exercent un effort mot eur F tel que pour un couple
moteur C de 1 N:m (Newton metre), F vaut 10N (Newton).

Le véhicule subit la force de poussée F du moteur et peut subir une force extérieure
perturbatrice Fper cOmme une montée par exemple ; De plus, le véhicule subit I' action de
résistance de l'air. Cette action aérodynamique peut étre représentée par une force propor-
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tionnelle a la vitesse V du véhicule : F;;, = f,:V. Ondonne f, = 20 N:s=m et la masse du
véhicule m =800 kg.

A n de pouvoir simuler le comportement du véhicule, il est n  écessaire de modéliser
(caractériser) le comportement de chacun des blocs. Les lis proposées seront linéaires. On
modélise plusieurs blocs par des gains purs (coef cient de proportionnalité entre I'entrée et
la sortie).

1.2.2 Fonctionnement avec régulation automatique

D

Consigne de Pupitre Calculateur  Injecteur Moteur Boite de vitesse  Véhicule
Vitesse et roues

Compteur de vitesse

FIG. 3 — Schéma de principe avec régulateur automatique.

Le systeme de régulation s'adapte sur la cha'ne directe précédente ( gure 3). Le conduc-
teur entre une consigne de vitesse a l'aide d'un pupitre sit ué au niveau du volant.

Le calculateur récupere cette consigne ainsi que la vitesse réelle du véhicule issue d'un
capteur de vitesse. Les deux informations sont comparées puis ensuite traitées par le calcula-
teur a n d'établir un temps d'ouverture de chaque injecteu r. Le gain du calculateur s'établit
de la maniere suivante : un écart de 10 km=h entra’ne un temps d'ouverture de 0;0025s par
injecteur

Une fois que I'ensemble des blocs est identi €, il est possi ble de simuler le comportement
du systeme, d'imposer une vitesse de consigne, des perturbations, et de tester differents
dispositifs de commande.

1.3 Caractéristiques d'un systeme de commande

Principe de Causalité

Le principe de causalité af rme que "tout effet a une cause e t les mémes causes
dans les mémes conditions produisent les mémes effets”.

Les systemes de commande sont étroitement liés au principe de causalité. On considere
pour chaque composant que I'évolution de la sortie ne peut d épendre que de I'état du
systeme et de la consigne aux temps précédents, en l'absace de toute autre cause.
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Dans le cadre de l'illustration, on comprend que chaque comp osant répond au principe
de causalité et qu'il est possible d'établir une loi liant ['évolution de la sortie en fonction de
I'évolution de I'entrée.

Commande en Chane directe . o
Un systeme fonctionne en "cha’ne directe” si il n'y a pas de controle sur la

maniere dont la commande a été exécutée (gure 4).

Commande Sortie
— 3| Correcteur Amplificateur Processus |— 3

Y

Y

FiGc. 4 — Commande en cha'ne directe.

Le fonctionnement classique d'un véhicule (sans régulateur) consitue un systeme en
boucle ouverte. L'action du conducteur sur I'accélérate ur permet de modi er la vitesse mais
le véhicule n'effectue aucun contrdle de la vitesse atteinte.

En cas de perturbations (vent de face, montée ou descente, &), la vitesse va varier méme
si la pédale d'accélération reste xe.

Les perturbations
Une perturbation est une autre cause agissant sur le systeme (c'est une grandeur
d'entrée), qui n'est pas controlée par I'utilisateur.

Description par schéma bloc :

Perturbations

v

Commande Sortie
— 3| Correcteur Amplificateur Processus |— 3

Y

Y

Le vent ou la pente de la route constituent des perturbations pour le véhicule. Pour as-
surer une vitesse constante, il faut adapter la puissance du moteur en fonction de I'écart
eventuel avec la vitesse de consigne. Cette opération esun asservissement.

Asservissement du systeme de commande : commande en Boucle Fermée (BF)
Un systeme fonctionne en "boucle fermée” si une mesure de | a sortie est réalisée
a n de la comparer a la consigne et d'agir sur le systeme en ¢ onséquence ( gure
5).

L'asservissement du systeme de commande consiste a mesuer la sortie et utiliser cette
information pour corriger la grandeur d'entrée du process us. Dans beaucoup d'exemples
de la vie courante, le systeme fonctionne en cha'ne directe et I'hnomme réalise lui-méme
l'asservissement.
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Sortie
Correcteur | Amplificateur »| Processus >

>

Commande

Capteur <

Fic. 5 — Commande en boucle fermée.

Systemes asservis régulateurs et suiveurs
On distingue généralement les systemes regulateurau la consigne est constante
(I'asservissement corrige les effets des perturbations) € les systemes suiveursu la
consigne évolue continuement (I'asservissement suit la consigne).

Le régulateur de vitesse est supposé maintenir une vitesse constante malgré le vent et
la pente de la route : il s'agit d'un systeme régulateur. Le lanceur Ariane doit suivre une
trajectoire théorique qui n'est pas une valeur constante : il s'agit d'un systeme suiveur.

Description par schémas blocs
Les systemes de commande sont généralement modéliséssous forme de schémas blocs
(gure 6).

Bloc Lien Sommateur

A

FIG. 6 — Description par schéma blocs.

Un bloc caractérise un sous-ensemble du systeme. Il sous-entendune relation entre la
grandeur de sortie et la grandeur d'entrée.

Un lien représente une grandeur physique identi ée comme grande ur de sortie d'un
sous-ensemble et grandeur d'entrée d'un autre sous-ensemble.

Les sommateursadditionnent ou retranchent les grandeurs qui doivent bien entendu étre
du meéme type!

1.4 Performances d'un systeme de commande

L'asservissement d'un systeme de commande est évalué suvant differents criteres de
performances :
— Précision : Capacité du systeme asservi a atteindre lavaleur de consigne.
— Rapidité : Capacité a atteindre rapidement la valeur de consigne.
— Stabilité : Capacité a atteindre la valeur de consigne sans osciller longuement. Certains
systemes peuvent étre instables ; leur réponse diverge au oscille sans se stabiliser.
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Précision
La précision est dé nie par I'écart entre la réponse per manente (limite quand
t! +1 )aunéchelon etlavaleur de consigne ( gure 7)

Consigne Consigne
: | Ecart
: Réponse
Réponse
Temps Temps
Systéme précis Systéme non précis

FiG. 7 — Performance de précision.

Un systeme est plus ou moins précis si I'écart a la consigne est plus ou moins grand. Le
systeme est dit "précis” si I'écarta convergence est nu .

Rapidité
La rapidité est dé nie par le temps nécessaire pour que I' écart entre la réponse a
un échelon et la valeur a convergence soit inférieura 5% ( gure 8).

Consigne Consigne
Y , N

/Bande de 5% | \ /Bande de +5%
e G I CIE ) e

aleur a convergence | Valeur a conyergence

Réponse Temps (s) | Réponse Temps (s)
0 1 2 3 tra 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 str 7 8

Temps de réponse de 3,8 s Temps de réponse de 6,3 s

FIG. 8 — Performance de rapidité.

Stabilité
La stabilité est la capacité du systeme a converger vers une valeur constante

lorsquet! +1 (gure9).

Dépassements
La réponse d'un systeme présente des dépassements si de& dépasse la valeur a
convergence avant de converger ( gure 10).

Dans certaines applications comme l'usinage, les dépassenents sont a proscrire car Si
la consigne est dépassée, I'outil taille la piece trop profondement et la dimension n'est pas
satisfaite méme si I'asservissement est précis.
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Consigne ] Consigne ] Consigne

J N, /\//\/\/
S UATAVAVINSvAvRY

Reponse Temps| | Réponse Temps| | Reponse Temps

Systeme stable Systéme quasi-stable Systeme mstable

Fic. 9 — Performance de stabilité.

Consigne
/ Cons,ig{i NN
Valeur a convergence | Valeur a convergence
Réponse Temps (s) | Reponse Temps (s)
o 1 2 3 a4 5 6 1 8 o 1 2 3 4 5 6 7 8
Réponse sans dépassement Réponse avec dépassement de 40%

FIG. 10 — Dépassements.

2 Systemes linéaires continus et invariants

2.1 Deé nition

Le schéma bloc général d'un systeme asservi est donné sir la gure 11. On désigne par
systeme bouc]aysteme rétroactibu encore systeme en boucle ferm@etype de systeme.

Nous nous intéresserons dans le cadre du programme aux sysemes linéaires, continus
invariants et monovariables

Consigne Ecart Chaine Sortie
d'action ~
Mesure Chaine <
de mesure

FIG. 11 — Systeme en boucle fermée.

Systeme monovariable
Un systeme monovariable est un systeme ne possédant qu'une seule entrée et

une seule sortie.

Bien que les systemes automatisés puissent gérer plusieirs sorties en fonction de plu-
sieurs entrées principales, nous nous limiterons, pour de s raisons de simplicité, aux systemes
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monovariables.

Si votre systeme doit obligatoirement fonctionner avec pl usieurs entrées (ou une entrée
et des perturbations), il sera possible, dans certains cas a linéarité, d'étudier séparément
la relation entre la sortie et chacunes des entrées, puis desuperposer les effets de chaque
entrée.

Systeme invariant
Les caractéristigues de comportement d'un systeme invariant sont
indépendantes du temps.

Si une méme entrée se produit a deux instants distincts (t; et t,), alors les deux sorties
temporelles (s1(t) et sy(t)) seront identiques.

Systeme continu
Un systeme est continu si les fonction d'entrée et de sorti e sont dé nies pour tout
instant t. Les signhaux sont dits analogiques

Dans les systemes de commande modernes, l'information est traitée informatiquement,
ce qui nécessite un échantillonnage des signaux. Ce sontdes systemes et des signaux discrets

Systemes linéaires
Un modele est dit linéaire s'il satisfait au théoreme de superposition, c'esta dire
si I'effet de la sommedes grandeurs d'entreesest égale a la sommale leurs effety;.

X
Siy; estlaréponse al'entréeg ety laréponse a l'entrée etelle que : e= i€
i=1

Le principe de superposition est véri é ssi :

i=1
La relation de comportement d'un systeme linéaire peut se mettre sous la forme d'une
equation differentielle lineaire a coef cients comésa Cette propriété seraa la base des dévelop-
pements ultérieurs.
Remarque sur la linéarisation d'un systeme non linéaire

Sortie Sortie Sortie

1 Loi linéaire tangente -

\Domaine

7 de validité

Point de
fonctionnement

Ehtrée Entrée Ehtrée
Loi linéaire Loi non-linéaire Linéarisation du comportement
FIG. 12 — Linéarisation d'un systeme non linéaire au voisina ge d'un point.

La plupart des systemes physiques ne sont pas linéaires sur la totalité de leur domaine
d'application. Cependant, lorsque le systeme est utilis’e dans une zone réduite du domaine
d'application, il est possible de linéariserla réeponse du systeme dans cette zone ( gure 12).
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2.2 Modele mathématique

Le modele mathématique (ou modele dynamique) de comport ement d'un systeme mo-
novariable, linéaire, continu et invariant peut étre dé crit par I'équation différentielle sui-
vante :

de
din
Remarquons que n < d, condition nécessaire pour que le systeme soit physiguement
réalisable. Les transformations de Laplace permettent de travailler aisement avec ce type
d'équation.
Apres transformation de Laplace, I'équation devient :

d
aop:s(t) + al:?j—f(t)+ S ad:g(t) = hy:e(t) + bl:g—te(t)+ o+ bi——(t)

(a0 + ayp+ i+ agp’):S(p) = (Iy + bup+ 4 by:p):E(p)

Fonction de transfert
On appelle fonction de transfert ou transmittance la foncti on H(p) :

H(p) = & ou encore S(p) = H(p):E(p)

E(p)

H (p) représente le comportement du systeme indépendamment d u signal d'entrée. Le
schéma bloc gure 13, dans le domaine de Lapladé nit le modele mathématique du systeme.

E(p) S(p)
— H(p) —

FIG. 13 — Schéma bloc dans le domaine de Laplace.

H (p) s'écrit sous la forme d'un quotient de deux polynomes :

P, :
izo &i:P

2.3 Manipulation des schémas blocs
2.3.1 Elements de base ( g. 14)

Les blocs : lIs contiennent une fonction de transfert ( H (p)) caractérisant la relation entre
I'entrée et la sortie.

Les liens : lls représentent une grandeur (U(p)) dans le domaine de Laplace.

Les points de jonction : Une jonction permet de transmettre une grandeur en entrée d e
plusieurs blocs ou sommateurs.

Les sommateurs : lIs additionnent (ou soustraient selon le signe) les diffé rentes entrées.
lls n‘ont qu'une sortie.
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Bloc Lien C(p) Sommateur Point de

Y

jonction
E(P) ] E(p) ~xe(P) p
——> Hi) > Hz(p) Ha(p) > Ha(p) -

S(p)

M(p)

Hs(p) [<

FIG. 14 —Eléments d'un schéma bloc dans le domaine de Laplace.

Xi(p) ! X2(p) X3(p) 'Y (p) Xi(p) Y(p)
—1>»  Hip) > H2(p) > Hsp) H—> —>» Hp (—>

FiG. 15 — Association de blocs en série.

2.3.2 Association de blocs en série ( g. 15)

9
X2(p) = Hai(p):X1(p) =

X3(p) = Ha(p):X2(p) . =) Y(p) = Ha(p):H2(p):H3(p):X1(p)
Y (p) = Hs(p):Xs(p)

La fonction de transfert globale s'écrit donc :

H(p) = H1(p):H2(p):Hs(p)

2.3.3 Association de blocs en parallele ( g. 16)

|
L —|  Hip)
|
|
X@ Xa(p) Y(p)
| >  Ha(p) —>» Hp) —
l
|
' >  Hs(p)
|
|

FIG. 16 — Association de blocs en parallele.

9
Y1(p) = H1(p):X (p) =
Y2(p) = Ha(p):X(p) . =) Y(p)=[Hu(p)+ Ha(p) + Ha(p)]:X (p)
Y3(p) = Hs(p):X (p) °
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La fonction de transfert globale s'écrit donc :

H(p) = Ha(p) + Ha(p) + Hs(p)

2.3.4 Fonction de transfert en boucle fermée (FTBF) d'un sy steme bouclé (g. 17)

E(p) S(p)‘ E(p) S(p)

H(p)

FIG. 17 — Systeme bouclé.

(0= E@ KE:SE o g = S(p) _ H (p)

S(p) = H(p):"(p) E(m 1+ H(pK(p LormuledeBlack)

2.3.5 Fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) d'un sy steme bouclé ( g. 18)

La fonction de transfert en boucle ouverte est dé nie comme la fonction de transfert du
systeme lorsque le retour sur le sommateur est coupé. Elle comprend la cha’ne d'action et la
cha™ne de mesure.

E(p) e(p) S(p) E(p) M(p)
% H(p) > 5| FTBO |—»

M(p)

Kp) [<

FiGc. 18 — Calcul de la fonction de transfert en boucle ouverte (FTBO) pour un systeme
bouclé.

FTBO = M) _ H (p):K (p)

E(p)

2.3.6 Déplacement des points de jonction et des sommateurs

Les schémas blocs peuvent subir des modi cations en vu de les simplier. La gure 19
montre quelques schémas équivalents. L'inconvénient a modi er la structure du schéma est
de perdre le lien entre les entrées/sorties du schéma et les grandeurs physiques du systeme
etudié.

Remarque : Le systeme bouclé de la gure 17 peut étre transformé en systeme a retour
unitaire ( gure 20).
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FIG. 19 — Exemple d'opération sur les schémas blocs.

E(p)
—>

1/K(p)

FIG. 20 — Systeme bouclé a retour unitaire.

e(p)

K(p).H(p)

S(p)
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3 Systeme du premier ordre

3.1 Dé nition
3.1.1 Equation temporelle

Le comportement d'un systeme du premier ordre est caracté risé par une équation différentielle

du premier ordre a coef cients constants :
ds(t ,
s(t) + :% = K:e(t) (A Savoir)

On appelle :

— K : Gain statique,

— :constante de temps.

L'appellation "gain statique” est justi ée par le comport ement statique du systeme : siles
entrée et sortie sont constantes, I'équation différentielle devient s+ 0 = ed'ou en statique :
K = s=e

3.1.2 Fonction de transfert

La transformée de Laplace conduit lorsque les conditions i nitiales sont toutes nulles a :
S(p)+ :p:S(p) = K:E (p). La fonction de transfert s'écrit donc :

S(p) _ K
E(pp 1+ p

Cette forme de la fonction de transfert est appelée forme canonique (Polyndme du dénominateur
dont la constante vaut 1).

H(p) = (A Savaoir)

3.2 Analyse temporelle d'un systeme du premier ordre

L'analyse temporelle d'une systeme du premier ordre vise a étudier son comportement
pour des sollicitations types en entrée. Ces entrées types sont classiquement : le Dirac,
I'echelon et la rampe.

3.2.1 Réponsea un échelon

Soit en entrée du systeme du premier ordre la fonction e(t) = e;:U(t). La transformée de
Laplace s'écrit E(p) = ey=pet la sortie dans le domaine de Laplace devient :

K:eg
p:(1+ :p)
La transformée de Laplace inverse de la sortie (pour revenir en temporel) se faita l'aide du

tableau des transformées usuelles. Il faut préalablement la décomposer en éléments simples
pour faire appara‘tre les éléments du tableau.

S(p) =

_ _Keo _ .
S = pl+ P) p @+ )

En réduisant au méme dénominateur, les constantes et sontidenti ées :
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3 K 1+ p)top = K:eg
S(p) = o+ 1) pd+ ) =) = Keg:
d'ou :
S(p) = KZEQZ m

La transformée de Laplace inverse est alors évidente :
s(t) = Kieg:U(t): 1 e ©

Propriétés de la réponse ( gure 21) :
— fonction croissante det,
asymptote pourt ! +1 :s(t) !t' . K:eo (réponse statique ou permanente),

valeura l'origine : s(0) =0,
tangente a l'origine : %(O) = Kieop=,
la tangente a l'origine (y = K:eq:t= ) coupe lI'asymptote (y = K:eg) ent = (A Savoir).
Quelques points patrticuliers :
—ent= ,s( )=0:63 K:eqsoit63% de laréponse permanente A Savoir),
—ent=2:,s()=0:86 K:eqsoit86% de la réponse permanente,
—ent=3: ,s( )=0:95 K:eqgsoit 95% de la réponse permanente @A Savoir).
Le temps de réponse a 5% caractérisant la rapidité du systeme est directement liea , et vaut
donc 3: .

s(t)

K.eq 7
|
|
|
|
|
|
|

7 95%

50%' /

FIG. 21 — Caractéristiques de la réponse du premier ordre a un échelon.

Lorsque la courbe expérimentale de la réponse d'un systeme a un échelon en entrée est
similaire a la réponse d'un premier ordre, il est possible d'identi er les coefcients K et a
I'aide de la valeur a convergence (pour K) et de la tangente a l'origine ou des temps a 63%,
86% et 95% de la réponse a convergence (pour ).
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3.2.2 Réponse a une rampe

La méthode poursuivie est la méme que pour la réponse a un échelon : écriture de e(t)
en temporel, passage en Laplace, calcul de la sortie en Lapl&e puis, apres décomposition en
eléments simples, retour en temporel.

L'entrée sous forme de rampe s'écrit :

= etu®) =) EM= 3
D'ou la sortie :
8 —_— K.e .
_ Kee  _ _op@r p)+ @+ p)+ pz 5 2 B
SP= e )~ b R @ ) PP+ ) IR
1 2 _
S(p) = Kieg: = —+ =) s(t)= KiegU(t): t  + e F

PP p 1+ p

Propriétés de la réponse ( gure 22) :
fonction croissante det,
assymptote pourt! +1 :s(t) !t' . Kiegi(t ),

valeura l'origine : s(0) =0,
tangente horizontale a I'origine : %(0) =0,
I'asymptote (y = K:eq:t= ) coupe I'axe des temps ent =

e(t), s(t)

10}
8+ K=1
6+
41 .

0.5
2+
0
0 2 4 6 8 Temps 10

FIG. 22 — Caractéristiques de la réponse du premier ordre a une rampe.

Dans le cas particulier ou K = 1, I'asymptote est parallele a la consigne est il est alors
possible de dé nir une erreur en vitesse (ou encore erreur d e trainée, erreur dynamique ou
erreur de poursuite) entre la consigne et la réponse valant e;: .
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3.2.3 Reéponse a un Dirac

Les développements pour le cas du Dirac sont particuliere ment simples. Remarquons
que h(t) = L (H(p)) est appelée réeponse impulsionnelle car elle correspond effectivement
ala réponse a un Dirac dont la transformée de Laplace vaut 1.

K:eg . _ keo t=
i+ p s(t)y= —:e

e(t)= e: (t); E(p)= e S(p)=

Propriétés de la réponse ( gure 23) :
— fonction décroissante det,
— asymptote pourt!  +1 :s(t) !t' 1 0 (réponse statique ou permanente nulle),

valeur a l'origine : s(0) = keo

tangente a l'origine : %(0) = Kigo= ?,
la tangente a l'origine (y =  K:eg:(t = 2) coupe I'axe des temps ent =

FIG. 23 — Caractéristiques de la réponse du premier ordre a un Dirac.

4 Systeme du second ordre

4.0.4 Equation temporelle

Le comportement d'un systeme du second ordre est caractérisé par une équation differentielle
du second ordre a coef cients constants :
2:" ds(t) N 1 d?s(t)

s(t) + Tt Q o K:e(t) (A Savoir)

On appelle :

— K : Gain statique,

— " : Coef cient d'amortissement ( " > 0),

— !¢ : Pulsation naturelle ou pulsation propre non amortie ( ! o > 0).
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4.0.5 Fonction de transfert

La transformée de Laplace conduit lorsque les conditions i nitiales sont toutes nulles a :
S(p) + %’:p:S(p)+ !—1g:p2:S(p) = K:E (p). La fonction de transfert s'écrit donc :

S(p) _ K
E(p) 1+2 p+_2p2

Cette forme de la fonction de transfert est appelée forme canonique (Polyndme du dénominateur
dont la constante vaut 1).

H(p) =

(A Savoir)

4.1 Analyse temporelle d'un systeme du second ordre

Les trois entrées types (échelon, dirac et rampe) seront eévisagées mais seule I'entrée en
échelon sera approfondie (les autres seront étudiées sur courbes).

Réponse a un échelon

Soit en entrée du systeme du second ordre la fonction e(t) = e;:U(t). La transformée de
Laplace s'écrit E(p) = ey=pet la sortie dans le domaine de Laplace devient :

K:eg
P+ £+ 5p?)

La transformée de Laplace inverse de la sortie (pour revenir en temporel) se faita l'aide du
tableau des transformées usuelles. Il faut préalablement la décomposer en éléments simples
pour faire appara‘tre les éléments du tableau.

La décomposition en éléments simples passe en premier lieu par la recherche des poles.
On trouve le pble p =0 ainsi que les racines du polyndme du second degrés qui dépendent
du signe du discréminant = ( "2 1)=!2. On distingue les trois cas :

1. Si Iamortlssemeﬁt est faible (" < 1), alors < Oetil y a deux racines complexes

S(p) =

p = n, | 0 | | 0 ||2

2. Si l'amortissement est critique (" = 1), alors =0 et il y a une racine réelle double
p= "y,

3. Si Iamortlssemﬁnt est important (" > 1), alors > 0etil y a deux racines réelles
p —_— ", | O | O n2 1.

4.1.1 Amortissement faible : réponse oscillante amortie

- n . p 1 a9
Dans le cas ou" < 1, on trouve deux racines complexes : p = do Mg 1 2,

Sachant que" et! o sont positifs, on véri e que les parties réelles sont nég atives ce qui assure
un comportement stable.
La décomposition en éléments simples dans l'espace des Eels conduita :

K:eg! 3 + p o+
PP +27 gp+ 12 p PP+2rl gp+ 13
Apres réduction au méme dénominateur et identi cation , on trouve la décomposition :

S(p) =

p+2:"!,

S(p) = Keeo: p pPP+2: gp+ 12
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gue I'on met sous la forme de somme d'éléments du tableau de transformées :
p

1 p+ "l L lor 1 "2
P (p+ "2+ 121 "2 "1 2(p+"lg)2+13(1 Y

On en déduit alors la réponse temporelle :

S(p) = K:eo:

s(t) = Kiep: 1 e " cos( Op "2:t) + p— sin(! o: Pi= 1 "2it)  :U(t)

Propriétés de la réponse ( gure 24) :
— fonction oscillante (partie sinuso'dale) amortie (expo nentielle décroissante),
— asymptote pour t !  +1 :s(t) !t' 1 K:eo (réponse statique ou permanente),

— valeura l'origine : s(0) =
— tangentea I’ orFl)glne horlzontale S(0) =

Onnote! =14 1 "2lapseudo- pulsatlon qU| conduita la pseudo-période : T = 2,—
() oy 2
L : ‘ W\ 1-€2
i 1 Dy 1
| | — |
| | |
K.eo : A/:\ ID3 J/T\\_i 5%
|
L : \/JDz \ :
\ ! |
. ‘ |
| | | | |
+ [ | | ‘ [
[ | | ‘ [
[ | | ‘ [
3 [ | | ‘ [
[ | | ‘ [
[ | | ‘ [
B | | |
: : ! : |
1 | '

FIG. 24 — Caractéristiques de la réponse oscillante amortie dun second ordre a un échelon.

Propriétés des dépassements :
Les dépassements sont des extremums de la réponses(t) aux temps ti tels que : %(tk) =
0. Or,
3
" l|2.|

%f(t): K:ege ™ °5t:§ "lo Pe=zi! :cos(it)+ 9702 I sin(l:t )é
—f) .

La dérivée est donc nulle lorsque le sinus est nul soit :

!0:p 1 "2t =k: ;k 2N 0 tk &

I
HT-
~
N
P
3
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La valeur de s(t) enty se déduit alors :

..pk:

st = Kieg: 1 e "1 (1)K

d'ou le temps et la hauteur (en pourcentage de la valeura co nvergence) du dépassement

Kk: 8
K:
< tk = ' I mn
loi 1 2
" pk:

Di=e &7

On remarque que I'expression de Dy ne dépend que de I'amortissement ". On peut donc
inverser ce systeme pour obtenir les caractéristiques de la fonction de transfert " et! o en
fonction de la mesure de t, et Dy sur la courbe :

8 2. 2 &
3. _ k= 2
= 1+
In2Dk
_Bloz_pL
' te: 10"2

4.1.2 Amortissement critique : réponse amortie

Dans le cas ou” =1, on trouve une racine double : p= ! (. Cette valeur étant négative,
le systeme est stable et la réponse se calcul par la décompsition en éléments simples :

K:eg:! 2 K:eg:! 2
S(p): 12 |0 .0 | 2 = . 0| 02= =+ | + | 2
p(p2+2:gp+!18) pp+!o)2 p (P+!lo) (p+!o)

Aprés réduction au méme dénominateur puis identi cati on des coef cients du polynéme,
on trouve :
1 1 Lo

SO =Kea | i Ty (et oy

D'ou la réponse temporelle :
s(t) = Kieg:U(t): 1 (1+t! o)e ®o
Propriétés de la réponse ( gure 25) :

— fonction croissante det sur R*,
asymptote pour t ! +1 :s(t) !U 1 K:eo (réponse statique ou permanente),

— valeura l'origine : s(0) =0,

— tangente a l'origine horizontale : %(O) =0,

La réponse du systeme du second ordre pour differentes valeurs de " est donnée sur la
gure 25 (Courbe surlignée basse). On remarque que le régime critique présente le temps de
montée et la rapidité maximale sans dépassement. Dans lecas ou |'on s'autorise un dépas-
sement, un systeme plus rapide est obtenu avec" ' 0:7 (Courbe surlignée haute) ou le temps
de montée est plus rapide tandis que le premier dépassement ne sort pas de la plage des 5%
autour de la valeur a convergence.
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Cs(t)

1k /A

e?

O 1 1 1 1 J
8 Temps 1

0

FIG. 25 — Réponse d'un systeme du second ordre a une réponse hdicielle pour difféerente va-
leur de I'amortissement critique ". On retrouve les trois types de réponse : amortie, critique
et oscillante amortie.

4.1.3 Amortissement fort : réponse amortie

n - z n p no . 1 "
Danslecasou" > 1,ontrouve deuxracinesréelles:p= "! 4 !4 "2 1 Sachantque

et! o sont positifs, on véri e que les deux pdles sont négatifs ce qui assure un comportement
stable.
La décomposition en éléments simples conduita :

K:eo! & _ N
p(p PP pP2) P (P P) (P P2)
Apres calcul des constantes, on obtient :

S(p) =

! (2) 1 1:t ieozzt

pp P2 P P2

La constante 1 représente la réponse permanente tandis que les deux expmentielles
représentent les réponses transitoires.

On propose de modi er la forme du résultat pour faire appara “tre des termes similaires a
celui d'un premier ordre. En effet, enposant p; = 1=Tyetp, = 1=T,, H(p) peut s'exprimer
comme le produit de deux premiers ordres (en remarquant que | e produit p;:p; = ! 3):

S(p) = Kieg:U(t): 1+

K:eo B K:ep:! 2
p(p p)i(p p2) P+ Tip)i(l+ Tap)
De la méme maniere, la réeponse temporelle s'écrit en fonction de T, et T :

H(p) =

Tie ¥t T,e FT2

S(p) = Kieg:U(t): 1+ 1
Tl 2

page 21



Asservissements

Propriétés de la réponse ( gure 25) :

— fonction croissante de tsur R*,

— asymptote pour t ! +1 :s(t) !t' . K:eo (réponse statique ou permanente),

— valeura l'origine : s(0) =0,

— tangente a l'origine horizontale : %(O) =0,

La réponse est la somme d'une fonction échelon et de deux exponentielles de constantes
de temps T, et T,. Remarquons que dans le cas ou une des constantes de temps dstres
inferieure a l'autre ( T,  T,), le systeme peut étre considéré comme un premier ordre (de
constante de tempsT;) éventuellement retardé de T, (voir courbes fournies).

5 Etude frequentielle des systemes asservis

5.1 Introduction a I'analyse fréquentielle
5.1.1 Deécomposition d'un signal périodique en série de F ourier

On montre que tout signal périodique f (t) de période T, (et pulsation ! ) sur R peut
s'écrire sous la forme d'une série :

Xl
f(t)= % + (ax: cosk:! o:t + be:sink:! o:t) ou les a, et b, sont des réels.

k=1

FIG. 26 — Fonction périodique.

En utilisant les formules d'Euler, cette expression devien t :

xt
f()=  Fee® ot ouF2C
1

Lorsque T devient tres grand, ! o tend vers O.
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fe———

I B B

0 0.5 1 15 2 2.5 3 0 0.5 1 15 2 2.5 3

FIG. 27 — Signal initial comparé aux sommes des lere, 2eme, 8me et 60eme premieres har-
moniques.

5.1.2 Transformée de Fourier d'un signal

Le signal non périodique est la limite d'un signal périodi que quand T ! 0. La somme
discrete devient une somme continue sur R :
p Lo .
f(t)= > F(!):e* ! ouF:R! C

1

ou F(!) est une fonction dé nie sur R appelée transformée de Fourier. Elle représente le
contenu fréquentiel de f (t).

n ) T [ IF]

T

t 0 Wq W, Pulsation (rad/s)

FIG. 28 — Signal comportant principalement deux fréquences et sa transformée de Fourier.

La transformée de Fourier contient toute l'information co ntenue dansf (t). Elle se calcule

par la relation :

F(t) = f(t):e M :dt
1
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5.1.3 Reéponse d'un systeme a une entrée sinuso dale

Soit un systeme stable de fonction de transfert H (p) auquel on applique une entrée si-

nuso dale sous la forme : ) 3

e(t) = ep:U(t):cosl:t = Reglao U(&e"t £

e(t)2C

E(p) S(p)
— H(p) —

FIG. 29 — Systeme de comportementH (p).

Par transformation de Laplace, on trouve E(p) = pzeiip La sortie S(p) s'écrit alors
&:p:H
sp = 220,

Le systeme étant stable, ses pdles sont tous a parties eelles strictement négatives donc
H (p) peut s'écrire :

%0 2)
H(p) = K:QZ— <

(P p)
La décomposition en éléments simples de S(p) conduita :
Q
S(p)_ K:eo:p: ((p Zi) _ X a; + P+ 4
B I 2): < ) )k TR+ 12
P 129 P (R, PN L
Partie transitoire de la réponse (expo- Partie permanente de Ia réponse (si-
nentielle décroissante) nuso’de)

Apres un temps suf sant, la partie transitoire devient né gligeable. Seule la réponse per-
manente nous intéresse :

_p +
SP= "
Le calcul de et se fait en multipliant par p? + ! 2 et en choisissantp = ! )

e:jl'H (p)=j!: + ! .Dou:
Im [ey:j:H (j:! )] = Releg:H (j:! )]
Re[ep:j:H (j:! )]
On en déduit la réponse temporelle permanente qui s'écri t, aprés simpli cations :
s(t) = Re eyH(j:! ): @t = Re[H(j:! ):e(t)]
La sortie est donc aussi une sinuso'de, qui peut s'écrire sous la forme :
s(t) = ey:jH(j:! )j:cos[:t +arg(H(]:! ))]

ou jH (j:! )j représente I'ampli cation de I'entrée, c'esta dire le g ain du systeme, etarg(H (j:! ))
représente le déphasage des(t) par rapporta e(t).

H(j:! ) traduit le comportement fréquentiel du systeme H(p). Remarquons que p par-
cours alors |'axe des imaginaires positifs.
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Déphasage

>

e(t) s(t)

FIG. 30 — Entrée sinuso’dale et sortie sinuso'dale dont I'amplitude est modi ée ainsi que la
phase.

5.1.4 Intérét de l'analyse fréquentielle

H(j:! ) permettant de calculer la réponse s(t) a toute entrée sinusodale e(t) a la pus-
lation !, le theéoreme de superposition permet de calculer s(t) pour toute entrée e(t) par
transformée de Fourier :

L Zn | L Za |
et) = —: E(:! )%t ?? . s(t)= —: H@:! :E@:! )@t !
2, 2,
6
F F !
E(i! ) . s(i ) = H YEG! )

D'autre part, I'analyse fréquentielle permettra d'étud ier plus précisément la stabilité des
systemes réels.

5.2 Lesreprésentations graphiques du comportement fréq uentiel des sys-
temes

5.2.1 Diagramme de Bode

Le diagramme de Bode est constitué de deux courbes représeatant le module jH(j:! )j
exprimé en dB et le déphasagearg(H (j:! )) en fonction de ! sur une échelle logarithmique.

Le gain jH (j:! )j exprimé en décibel (dB) s'écrit G : G = 20:logjH (j:! )j.

Le déphasage est un angle modulo 2: . Il est cependant considéré comme un "retard de
phase” pour le bon respect du principe de causalité, ce qui conduita le tracer sur [ 2:; 0].

— Systeme du premier ordre
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e(t) s(t)
------- >
t t
| e
E(jw)
H(jw) S(w)=H(jw).E(jw)
W

w o> A w

Wy W, Wy W,

Fic. 31 — Utilisation de la transformée de Fourier pour calcule r la réponse d'un systeme
linéaire.

. K
= ! . - =
H (p) 1+ p dou: H(:!) 1+ i
8 K
< =
. JHG! )i pﬁ

" =arg(H(@! )= arctan(:!) et' 2[5;0car:!> 0

Propriétés de la courbe :
— Gain:
JHE . Kdou: G! . 20:logK

jH@EY , A-dou: Gt 20dog® 20 log!
Pour! =1= jH(:! )j= fe%,d'ou G(1=)=20:logK FO.I?qu_: G(!'! 0) 3dB

' 3dB
— Phase:

tol 0

[
| _

1 2
! (l =1= ): -

— Systeme du second ordre
K:l & K:l &

H(p) = dou: H(j:! ) =

p2+2:"1 gip+ 12 (12 12)+2:"1 o
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[ G (dB) 1ler ordre

20.log K e
3dB

20dB/déc
IlOdB

0.
0

-p/4

_p/2 L
-3p/4 +

_pL

FIG. 32 — Diagramme de Bode d'un systeme du premier ordre.

8 K1 2
2 N n 12
()= arg(ta ') +2:5m gl )= arctan%é% avec:' 2[ ; OJcar2™! ¢!> 0

Propriétés de la courbe :
— Gain:
G(I)!, . 20: logK
G(! )l ., 20logK  20log!
Si"< 222 (@iblement amorti), alors la dérivée du dénominateur d e G s'annule
pour !, =1o" 1 2"2 Ilyadoncunmaximumen ! et:

G(! ) =20: Iogﬁp%

On appelle coef cient de surtension Q = 54 ou encore Qgg = 20:log(H (j:! )j)
20: Iogg)l—l(O)j).

Si"> = 2=2 (fortement amorti), il n'y a pas de sommet. Lorsque les deux p Oles sont
réels, la fonction de transfert peut se mettre sous la forme :

K
A+ T+ T)

H(:! )= avec parexempleT, <T; (!2>!,)
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La fonction de transfert est la multiplication de deux premi ers ordres d'ou :

G(dB) = 20:logK ?Q Iog(jj{; J T j]) FO. Iog(jJ{; JT ol jg

Premiere pente a -20dB/dec Seconde pente a -20dB/dec

— Phase:

"(M)=arg(H@:! )= arg[(ta ' +2: " o]

(1) 0

o I!! 0

( )'! 1n
[ G (dB) Wi>re—Wo
i : QdB
20.log K == - - - -

o -7
=
o
=

@D
—
R
o
N4
N
~7

/

2éme ordre (e>{2/2)

0.01w,, 0.1w, Wy 10w, 100w,

FIG. 33 — Diagramme de Bode d'un systeme du second ordre.

5.2.2 Diagramme de Bode asymptotique

Le tracé du diagramme de Bode nécessite de calculer un cerain nombre de points. Il
est souvent suf sant pour analyser la réponse du systeme d e tracer le diagramme de Bode
asymptotique. Il est facile de tracer la réponse asymptoti que d'un systeme d'ordre n apres
décomposition en produits de systemes du premier et secon d ordre, appelés fonctions élémentaires.

Q Q
1+ ;:p): (A+2:":p=lg + p?=!2
H(p): K- Q( i p) Q( ,f P 0j p2 gj)
1+ «p): (@A +2":p=lo + p=!G)
Les réponses pour chaques fonctions élémentaires sont @nnées sur la gure 37. La
réponse harmonique de la fonction de transfert H(p) est la multiplication des réponses
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A G (dB) H(p)=K A G (dB)
20.10g(K) H(p)=p, +
.~ 20dB/déc
e
0 w v‘v
A f (rad)
p__
p/2+
0 lV 0 lv
-p/2 + -p/2
_p — _p A1
A G (dB) A G (dB) tel que e<{2/2
/
H(p)=1+t.p, H(p):l+2.eplwo+p2/w(2),/40dB/déC
7
4
_ # 20dBldéc ,
4
0 0 WO, 4 g
- 1 -40dB/déc
H(p)=
(P) 142.ep/wo +pPAvj
A f (rad) A f (rad) !
P+ Pt ; -------
P2+ . p/2+1+ ;
0 1/t lV 0 Wl lv
-pl2 + -pl2 +
P T ! -p T

FiG. 34 — Diagrammes de Bode asympotigues des fonctions élemetaires.
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elémentaires ce qui se traduit par une somme dans le diagramme de Bode (la fonction loga-
rithme transforme de produit en somme).
5:(1+5:p) 1 1
—— T _=5 = (1+5p —F—
p:(1+ p+ p?) p (1+p+p?)

G (0B
60 ( ) T T T

Exemple :H(p) =

20dB/déc .-~

R

———-5
- - - -1p
40f =i (o) :
----------- 1/(1+p+
(+e+p) -40dB/déc
_60 1 1 1
0.01 0.1 1 10 10C

pl2 —///_\ i

0.01 0.1 1 10 100
FIG. 35 — Diagramme de Bode asymptotique de la fonction exemple.

5.2.3 Diagramme de Black

Le diagramme de Black présente le module jH (j:! )j = G(! ) en décibels en fonction du
déphasage' (! ) =arg(H(j:! )). Il se construit facilementa partir du diagramme de Bode.
— Premier ordre

|
1 on S 20l00K
_ G!1
N
— Second ordre
|
1 os O 20l00K
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G!1

11 +1 =) !

. P= . .
Danslecasou" < = 2=2, on obtient une surtension.

2éme ordre €<{2/2) G (dB) Im(HG. w)
20.log K .
’ ol k__Re(H(w)
u p/2 5 f 1er ordre
2éme ordre
(e>V2/2)
2éme ordre
(e2/2) ler ordre
2éme ordre
(e<{2/2)
Fic. 36 — Diagramme de Black du premier Fic. 37 - Diagramme de Nyqu|st des pre-
et second ordre pour difféerentes valeurs de mier et second ordre.

5.2.4 Diagramme de Nyquist

Le diagramme de Nyquist présente la courbe complexe H(j:! ) dans le plan complexe
(partie imaginaire en fonction de la partie réelle). L'int erprétation peut se faire en coor-
données cartésienne(Re(H (j:! )); Im (H (j:! ))) ou en coordonnées polaires(jH (j:! )j; arg(H (j:! ))).
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A Transformées de Laplace

Les transformées de Laplace représentent pour les Scienes de I'Ingénieur un outil mathé-
matique largement utilisé pour I'étude des systemes lin éaires continus et invariants. Leur
utilisation permet :

— de manipuler aisément les équations differentielles d e comportement des systemes,

— de résoudre facilement les équations differentielles dans les cas simples,

— dans les cas complexes, d'obtenir les éléments principaux d'étude des systemes sans

calculer la réponse temporelle.

A.1 DéE nition et propriétés

Dé nition
Soit f un fonction de la variable réelle t (temps), dé nie pour tout t > 0 et nulle
pour t < O.
Sous réserve d'existence, on noteF (p) la transformée de Laplace L (f (t)) de la
fonction f :

Z .,
F(p) = LIf ()] = f (t)e Pdt
0

ou p est une variable complexe.

L'existence dépend de la convergence de l'intégrale impr opre. Dans les cas rencontrés en
Sl, les conditions d'existences seront toujours réunies.
La transformée inverse sera notéef (t) = L [f (p)].

Dans les pays anglo-saxons, la variable complexe de Laplaceest notées. Cette notation
pourra étre rencontrée dans certains ouvrages.

Nous allons maintenant donner quelques propriétés des tr ansformées de Laplace.

Unicité
La transformée F(p) d'une fonction quelconque f (t) est unique. De méme, la
transformée inverse f (t) de F (p) est unique. L'application L est dite bi-univoque

Démonstration : Soient F1(p) etF,(p) deux transformées de Laplace d'une méme fonction
f(t), alors :

YA 1 YA 1 YA 1
F2(p)  Fa(p) = f(t)e Pdt f(t)e Pdt = 0:dt=0 =) Fap)= Fi(p)

0 0 0

Linéarité
La transformée de Laplace est linéaire :
LIf )+ g®I= LEF@M®I+ LM :8; 2R
De méme, L ! estaussilinéaire.

Démonstration :
Z 1 Z 1 Z 1
L[f (t)+ g(t)] = [f ()+ g(t)]e Pdt= f (t)dt+ gtydt=L[f (t)]+ L[g(t)]

0 0 0
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Dérivation _ _ _
La transformée de Laplace de la dérivée d'une fonction f (t) conduita :

L %(t) = pLI@®] fO)=pF(p) f(0)

Démonstration :
Z Z
of 1o r1 *1
hall - = Pt = pt pt
L dt(t) . dt(t)e dt= f(t)e™ ;~ + . f (t)pe P'dt

= lim f(t)e P f(0)+ pLIf ()] = pLIf ()] f(0)
La limite étant nulle d'apres les conditions de convergen ce de l'intégrale impropre.

Intégrati
Soit cff( )d la primitive de f (t), alors:

y
t _1 - F@
Lo tOd = L= =)

L'intégration se transforme, au passage dans le domaine de Laplace en division par p.
Cette propriété n'est valable que pour une intégrationd eOa't.

Démonstrafion :

Soitg(t) = gf ( )d , appliquons la relation obtenue pour la dérivationa g(t) :

L2 = pLig] o0 erg(0)=0
Z, 1
0 L f(d =L

0

Théoreme de la valeur initiale . )
La valeur initiale en temps f (0) peut se calculer a l'aide de la transformée de

Laplace :
f(0)= lim pF(p)

Remarque : Ce théoreme n'est valable dans le cas d'un rapport % de deux polynomes

N (p) et D(p) de degrésn etd, que sid > n, ce qui est toujours le cas pour un systeme causale.

Théoreme de la valeur nale _ _
La limite a convergence en temps t'|lm1 f (t) peut se calculer a l'aide de la trans-
P+

formée de Laplace :
lim f(t) =lim pF(p)
tho+1 p! 0

Remarque : ce théoreme n'est valable que si les pdles depF (p) sonta partie réelle négative.
Sinon, f (t) ne présente pas de limite nie.
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Théoreme du retard
Soit g(t) la fonction retardée d'une fonction f (t), d'untemps :g(t) = f(t ).

Alors :
Ll9(t)] = G(p) = e PF(p)
Le retard est ici une translation temporelle, vers les temps positifs

Démonstration : Z, Z,
G(p) = g(t)e Pidt = f(t e Pdt
0 0
En posant le changement de variable :u = t
z 1 VA 1
G(p) = f (u)e PU* )dt = f(ue Pdt eP =F(pe?

0

Translation dans le plan complexe
Soit F (p) la transformée de Laplace def (t), alors la transformée inverse de F (p)
translatée de py s'écrit :

L [F(p po)l = ' (1)

A.2 Distribution de Dirac

L'espace des distributions est une extention de I'espace des fonctions permettant de tenir
compte des discontinuités des fonctions continues par mor ceaux.

Distribution de Dirac o
La distribution de Dirac  (t) est une distribution nulle sur R f 0getdontlavaleur

en 0 est in nie de telle sorte que :
Z,,
8f (1); (Of (t)dt = f (0)

1

La distribution de Dirac est un modele mathématique repr” esentant les phénomenes phy-
siques de temps tres courts devant I'échelle de temps de I'étude et a énergie nie tels que
des impacts, chocs, impulsions électrique, etc...

A I(t) I(t) I(t)
1l/e 2/e

1 _-tle
=€

t

vy ™
\ 2

FIG. 38 — Quelques forme classique de fonctions impulsion.

La distribution de Dirac peut &tre vue comme la limite de fon ctions paramétrées par
guand " ! 0. Ces fonctions sont appelées "impulsions” ( gure 38). On v éri e que pour les
fonctions impulsions | (t),

Z .,

I(Ddt=1 et [mI(t60)=0
) |

page 34



Asservissements

Transformée de Laplace d'une distribution de Dirac
Par dé nition, la transformée de Laplace de (t) vaut 1.

LI (M]=1
Pour un Dirac translaté de , la transformée de Laplace s'écrit :
L[t J=e?

Primitive d'une distribution de Dirac
La primitive de (t) est la fonction échelon U(t) ( gure 39) :

8
Z, < U(t)=0 sit< 0
8t2 R f Og; ()d =U() avec U(t)=1 sit>0
0 " U(0) non dé ni

A U(D)

\NJ

Y

Fic. 39 — Fonction échelon.

Cette fonction permet de tenir compte des discontinuités d es fonctions continues par
morceaux.

A.3 Transformées de Laplace usuelles

Le tableau 1 donne les transformées usuelles utilisées paur I'étude des systemes linéaires
continus invariants. Ce tableau permettra de réaliser les transformées et transformées in-
verses sans les calculer.

Les calculs pour les systemes linéaires continus invariants conduisent généralement a
des transformées de Laplace sous la forme de quotient de polynomes N (p) et D (p) :

F (p = w
D(p)
On appelle zérosde F(p) les valeurs de p pour lesquelles le numérateur N (p) s'annule.
On appelle polesde F (p) les valeurs de p pour lesquelles le dénominateur D (p) s'annule.
Les poles de F(p) caractérisent la forme de la fonction temporelle. La gure 40 illustre le
plan complexe et la forme attendue de la fonction temporelle selon le point considéreé.

A.4  Application aux systemes linéaires, continus etinva riants

Les systemes monovariables linéaires continus et invariants sont caractérisés par une
équation differentielle entre les fonctions d'entrée e t de sortie :

“dIs

ds d’s
“dtd

(t) = hye(t) + bl:g—te(t)+ ot hq:dt”

ag:s(t) + al:?j—f(t)+ it Ay (t)
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FIG. 40 — Lieu des poles de F(p).

Dans le cas ou les conditions initiales sont nulles pour eets, la transformée de Laplace
de I'équation differentielle conduit a une équation be aucoup plus simple a manipuler :
a0:S(p) + ai:p:S(p) + 1+ ag:p”:S(p) = b:E(p) + bu:p:E(p) + i + bn:p™:E(p)
On dé nit alors la fonction de transfert (ou transmittance ) :
P
S(P) _ L ito @
™ d .
E(Q) " 9 by

Les poles de la fonction de transfert permettent d'analyse r le comportement du systeme

sans calculer la réponse temporelle.
La résolution de I'équation différentielle se fait en d” eterminant la transformée inverse de

S(p) :

H(p) =

s(t)= L Y[S(p)]=L *H(p):E(p)]
La transformée inverse est déterminée a l'aide du table au de transformées usuelles. I
faut généralement décomposer le quotient obtenu en éléments simples.

A.5 Deécomposition d'une fraction rationnelle en élémen  ts simples

Une fraction rationnelle F (x) est un quotient de deux polynémes :

N (x)
D (x)
La fraction rationnelle est sous sa forme réduite si N (x) et D(x) n'ont aucune racine com-
mune. On notera n et d les degrés des numérateur et dénominateur de la fraction rationnelle

réduite.
Un élément simple est soit un mondme (1;x;x?;:::), soit une fraction rationnelle de la

a
forme T ou aest un nombre complexe non nul, r un nombre complexe quelconque et m

F(x)=

un entier supérieur ou égala 1.
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Toute fraction rationnelle peut s'écrire de fagcon unique comme une somme d'éléments
simples, appelée decomposition en élements simplele est composée d'une partie entiereet
d'une partie polaire La partie entiere n'existe que si n d et c'est alors un polynome de
degré n d. Les fractions rationnelles rencontrées en Sl n'ont généralement pas de partie
entiere du fait du principe de causalité.

La partie polaire est constituée, pour chaque pole r de multiplicitt  m (un pdéle est une
racine du dénominateur), d'une somme du type :

An + anm 1 4 o a
x ™ (x nmt T (x )

ou les coefcients a;;i = 1:::m sont non nuls.

Pour déterminer de maniere simple les coef cients a;, on commence par poser la forme
de la décomposition en plagant des inconnues aux numérateurs. Le calcul des coef cients
an pour chaque pole est relativement simple. Il suft de multi  plier I'expression par (x r)™
et de calculer I'expression pour x = r :

m.N()
D) e

am= (x 1)

Pour les autres coef cients (peu nombreux car les multiplic ités sont généralement peu élevées),
il faut choisir des valeurs particulieres de x pour constituer un systeme permettant d'identi-
er les coef cients.

Exemple : Décomposition de la fraction rationnelle :

3x2+2:xx 1 3Ix*P+2x 1 N N
x3+x2 Bx+3 (x 1)Z(xx+3) (x 1) (x 12 (x+3)

F(x) =

Les coef cients d'ordres élevés sont immeédiats :

3x2+2:x 1 . 3x%2+2x 1 B
(x 12 .3 (x +3) <=1

Pour le coef cient , on prend la valeur particuliere x = 1:

N( D)=0= :( 1 210( 1+3)+ :( 1+3)+ (1 1? = =11=2
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Nom Allure f(t) F(p) Pdles deF (p)
Dirac (1) 1 aucun
Echelon uU(t) =p 0
Rampe t:U (1) 1= 0 (double)
|
Fonction puissance t"U(t) p:+.1 0 (d'ordre n+1)
Exponentielle e 2U(t) 1 a
D*i a
te U(t — |
e *U(1) )7 a (double)
Cosinus cos(t )U(t) _P_ ji!
. 12 :!
. o ! .
Sinus sin('t )U(t) P ji!
- : at p+a |
Cosinus amorti e % cos(t )U(t) D+ a2+ 12 a |
Sinus amorti e ®sin(it YU(t) L a j!
' (p+ a2+ 12

TAB. 1 — Tableau des transformées de Laplace usuelles
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